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1 Alkusanat

Laplace-muunnos on yksi arvokkaimpia signaalinkisittelyn, sdétoteorian ja piirianalyy-
sin matemaattisista tyokaluista. Sen avulla differentiaaliyht&loilld, erityisesti alkuarvo-
tehtavind kuvattuja fysikaalisia tilanteita voidaan tarkastella algebrallisina yht&loina. Pii-
rianalyysissa ja sdétoteoriassa Laplace-muunnos johtaa ldhes vélittomésti siirtofunktio-
tekniikoihin.

Taméa moniste on johdanto Laplace-muunnosmenetelméan kayttoon yksinkertaisimmissa
tilanteissa. Sovellutuksena tarkastellaan vakiokertoimista lineaarista differentiaaliyht&loa.
Konvoluutiota, Diracin d-funktiota, viivéstettyjen ja eksp. vaimennettujen funktioiden
muunnoksia ja Laplace-muunnoksen kddnteismuunnoskaavoja ei késitella. Materiaalin laa-
juus on 3 — 4 luentotuntia, ja se on tarkoitettu avuksi TKK:n kurssilla “Piirianalyysi I1”
tarvittavaan matematiikkaan. Moniste seuraa jossain méaéarin Martion ja Sarvaksen kirjas-
sa “Tavalliset differentiaaliyhtdlot” olevaa suppeaa esitysté.

Monisteesta 16ytyvista (varmasti lukuisista) virheistd pyydéan ilmoittamaan sihképostitse:
jmalinen@math.tkk.fi.

Jarmo Malinen

2 MaAaritelmia

Ennen kuin voimme maééritelld Laplace-muunnoksen erdén integraalin avulla, on tarpeen
rajata se joukko funktioita, joille muunnoksen laskeminen on ylipdatdan mahdollista.

Maédritelma 1. Funktio f : R, — C on Laplace-muuntuval mikdli f on paloittain
jatkuva, ja on olemassa vakio s > 0 jolle

(1) lim e~*" f(t) = 0.

t—oo

Lukua My = inf{s > 0 : lim; .o e *" f(t) = 0} kutsutaan funktion f kasvurajaksi.

Laplace-muuntuvan funktion f(t) kasvun (kun ¢ — oo) tulee siis “havitd” eksponentti-
funktiolle e~** jollain #érelliselld, mahdollisesti hyvin isolla luvulla s > 0. Kaikki funktiot

ILaplace-muuntuvuudelle voidaan antaa paljon yleisempiskin madritelmis, joiden avulla useammille
funktioille voidaan laskea Laplace-muunnos. Téllaiset yleistykset eivit kuitenkaan ole tAmén monisteen
aihepiirissa.



eivit toteuta tétd; esimerkkind tastd g(t) = e’ Erikoisesti jokainen rajoitettu, paloit-
tain jatkuva funktio on Laplace-muuntuva “kuristusperiaatteen” nojalla: jos |f(t)| < M
jokaisella ¢ > 0, niin

e f(t)| < Me ™ — 0 kun ¢ — oc.

Jokaisen rajoitetun funktion kasvuraja on aina = 0.

Huomautus 2. Olkoon f Laplace-muuntuva, ja merkitidin sen kasvurajaa My. Vaikka
ehto (1) toteutuu tilloin jokaiselle s > My (vdlittomdsti joukon infimumin eli suurimman
alarajan mddritelmdan mukaan), ehto ei valttamdtti toteudu kun s = M. Esimerkiksi
funktio h(t) = e, jolle pitee M, = sy.

Laplace-muunnos mééritelldan erailla epédoleellisella integraalilla, jossa funktiota joudu-
taan integroimaan koko positiivisen reaaliakselin R, yli. Paloittain jatkuvan funktion
g : Ry — C epéoleellisen, joukon R, yli ulotetun integraalin fooo g(t) dt sanotaan olevan
olemassa eli suppenevan, mikéli raja-arvo on olemassa kaavassa

M

[:]Vllim Iy jossa Iy ::/g(t) dt.
0

Télloin merkitééin epéoleellista® integraalia lyhyesti [~ g(t) dt := I. Nyt voimme vihdoin
maéaritelld Laplace-muunnoksen:

Maaritelmé 3. Olkoon f : Ry — C Laplace-muuntuva, ja merkitddin sen kasvurajaa M.
Talloin

(i) f:n Laplace-muunnos on funktio f - (My,00) — C, jonka arvot mddrdytyvit epioleellisesta

integraalista
(2) fls) = [ e f(t)dt.
/

(#1) Laplace-muunnosoperaattori on kuvaus L : f +— f, jossa f ja f toteuttavat (2).

Funktion f Laplace-muunnosta funktiona merkitdan joko symbolilla f tai L[f]. Naiden
funktioiden arvoja pisteessi s > M; merkitin tilloin f(s) tai £[f](s). Muuttujaa t on
tapana kutsua aikatason muuttujaksi tai aikaparametriksi. Useissa tehtévissd se todel-
lakin vastaa fysikaalista aikaa. Muuttujaa s kutsutaan taajuustason muuttujaksi, ja itse
Laplace-muunnosoperaation £ sanotaan “insindorikielelld” antavan yhteyden aikatason ja
taajuustason vélilla.

Lukija mieltd ja4 ehké kalvamaan epéilys siitd, onko epdoleellinen integraali (2) ylipddtdan
olemassa milldén arvolla s > 0; ja onko Madritelméa 3 ylipddatdan varmalla pohjalla. On-
neksi Laplace-muuntuvuusehdon (1) toteutuessa epéoleellinen integraali suppenee:

2Vaikka jokainen fOM g(t) dt on médritelty Riemann-integraalina, ei niiden raja-arvoa fooo g(t)dt ole
suoraan mééritelty Riemannin yli/alasummien avulla. Témin takia raja-arvoa kutsutaan epioleelliseksi
integraaliksi.



Lemma 4. Olkoon f : Ry — C Laplace-muuntuva, ja merkitidn sen kasvurajaa M.
Tdlloin epdoleellinen integraali (2) suppenee (itseisesti).

Todistus. Olkoon s > My mielivaltainen. Koska f on paloittain jatkuva ja funktio ¢ —
e~*', on niinikd4n nididen funktioiden tulo ¢ — e~* f(¢) paloittain jatkuva joukossa R,.
Koska paloittain jatkuvat ovat Riemann-integroituvia jokaisella osavalilla [0, M|, jokainen
Riemann-integraali ), := fOM e ' f(t) dt on olemassa kun M > 0. Pité siis tutkia, mita
tapahtuu luvuille I, kun annetaan M — oo.

Vaaditun raja-arvon olemassaololle joudutaan kayttamaan nk. Cauchyn konvergenssikri-
teeriii, jonka matemattinen perustelu ohitetaan®. Cauchyn kriteerin mukaan limy;_. I5s €
C on olemassa, jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N = N(e) > 0 siten ettd

toteutuu
min (M, M) > N(e) = |y, — | <e

Olkoon nyt € > 0, ja poimitaan jokin luku sy € (My, s). Sovitaan ettd luvuista M; ja Mo
suurempaa merkitddn aina Ms:1la. TAll6in integraalilaskun sd&nnoilla saadaan

Mo M, My
(3) o, — Iy | = | | e f () dt — [ e f(t)dt| = | [ e " f(t)dt
[ [on =]

Mo

Mo
< | et f)| dt = [ e [em ol £(2)| dt.
Jrreeie-

Koska f on Laplace-muuntuva ja sg > My, seuraa lim; ., e *°" f(t) = 0. Mutta nollaan
suppenevat funktiot R :lla ovat selvisti rajoitettuja (yrita vaikkapa piirtdé sellainen joka
ei olisi!), ja on siis olemassa vakio C' > 0 jolle pétee |e " f(¢)| < C kaikilla ¢ > 0. Nyt
voidaan ylla olevaa epédyhtéaloketjua jatkaa:

Mo Mo o Mo
(4) / e~ (Tt gm0l f()] dt < C / e—s0t gy — / (50}t
My

S — 8o

My My
_ 067(8780)M1 (1 B 67(8780)(M27M1)) < 2067(8780)]\41 .
s — 8o - s — S
Koska s — sy > 0, voidaan viimeisessd termissd lukua M; = min (M;, Ms) kasvattaa

riittdvan isoksi (eli > N(e)), niin ettd lopulta tosiaankin toteutuu epédyhtéloisté (3) ja (4)
johdettu — Cauchyn konvergenssikriteerin vahvistava — epéayhtilo
DCle—(s=s0)

[, — Loy | < ——— < e
S — 8o

Jatdmme lukijalle tehtévéksi laskea logaritmien avulla lauseke luvulle N(¢), jokaista ¢ > 0
kohden. O

3Huomaa, ettd Cauchyn kriteeri on varsin jarkevi: Jotta raja-arvo lim /.o I5s voisi olla olemassa, on
tarpeen ettd kaikki arvot Ips, ja Iz, ovat ldhelld toisiaan, kunhan molemmat M, My ovat vain riittdvan
suuria.




Huomautus 5. Usein Laplacemuunnoksen f(s) muuttujan s sallitaan olevan kompleksi-
luku, joka toteuttaa Res > M;y.

Huomautus 6. Usein funktion f tarkan kasvurajan My mddrddminen on vaikeaa. Kdytin-
non laskujen kannalta on kuitenkin olennaista vain se, ettd ddarellinen kasvuraja on ole-

massa jolloin myds Laplace-muunnos on olemassa. Tarvittavat laskut tehdddn talléin “kai-

killa risttdvdn isoilla luvuilla s > 07, eikd ole niin nékénuukaa tietdd kuinka isoilla luvuilla

s > My oikeastaan lasketaan.

Kaytannon esimerkki valaiskoon edellé olevaa teoreettista tarkastelua. Huomaa, etté usein
laskut on pakko tehd&d kompleksitasossa.

Esimerkki 7. Funktion ¢* Laplace-muunnos, kun a € R.

Ei ole epdilysté, etteiko eksponenttifunktio olisi Laplace-muuntuva. Itse laskukin on ldhes
naiivi:

[ele] M 0o
—(s—a)t 1
L[e™](s) = /e_Ste‘” dt = lim e~ (5=t It — lim / € _ ’

M—o0 M—o0 —(s—a) s—a
0 0 0

kunhan s > a. (Varmista, ettd ymmérrét miksi!)

Esimerkki 8. Funktion sint Laplace-muunnos.

Tama on jatkuva ja rajoitettu funktio, joten se on niinmuodoin Laplace-muuntuva; kas-
vurajan ollessa = 0. Olkoon s > 0 mielivaltainen. Eulerin kaavan avulla, epéoleellista
integraalia hieman epdmuodollisesti késitellen saadaan laskettua

(5) /e“ sintdt = /e“ '3 (e —e™™) dt = 5 / et gy — % /e(s“)t dt
0 0 0 0

1/"" o= (5=t 1/"" o—(s+i)t
2i . —(s—1i) 2i . —(s+1)

Jotta sijoitustermi 4o0:ssé saadaan laskettua, tarvitaan raja-arvot limp;_. e~ ¢+ kul-
lekin s > 0. Mikéli imagindériyksikkoé ei kaavassa lainkaan esiintyisi, néhtéisiin suoraan
ettd haluttu raja-arvo on nolla, ja sofistikoitunut veikkaus olisi sama my6s kompleksilu-
kutapauksessa. “Kuristusperiaatteella” ja kompleksimuuttujan eksponenttifunktion las-
kusdannoilla saadaan

e~ EIM) — pRel=(sE)M] — o=sM _, o kun M — oo.

Siis sijoitustermit +oo:ssé katoavat kaavassa (5), ja saadaan alarajatermeisti (huomaa
miinusmerkki!)
o0

Lsin](s) = /e—stsintdt = 2% (—_(81_ 7 + —(51+ Z,)) =3 i o

0




Esimerkki 9. Funktion cost Laplace-muunnos.

Kosinin Laplace-muunnos voidaan laskea suoraan sinin Laplace-muunnoksesta, kayttamalla
kaavaa cost = sin (7/2 — t) ja tekemailld integraalin sisilld muuttujan vaihto v = 7/2 —t,

dv = —dt. Jitetddn lukijalle helpoksi harjoitustehtéviksi, jonka tulos on Llcos](s) = 5.

Esimerkki 10. Askelfunktion Laplace-muunnos.

Paitsi siniaaltoa, usein signaaleina kaytetdan myos askelfunktiota

1, kun t € [0, d]
Xoal(t) = 0, kun t > a.

Laplace-muunnos tulee suoralla laskulla kaikille s > 0

7 ; ae—st 1
Llxp.al(s) = / e " Xjo.q)(t) dt = / e dt = / —=_(1-e).
0

0 0

3 Laplace-muunnoksen ominaisuuksia

Johdamme seuraavaksi Laplace-muunnosoperaation £ perusominaisuuksia, joiden takia
siitd tulee kiyttokelpoinen insinddrimatematiikan tyokalu.

Lause 11. Laplace-muunnosoperaatio L on lineaarinen kuvaus, joka on mddritelty kaikilla
paloittain jatkuvilla funktioilla. Jatkuvien funktioiden joukkoon C(R.) rajoitettuna L on
lisdkst injektiivinen.

Perustelu. Ettd £ on lineaarinen, seuraa suoraan (ep#oleellisten) integraalien laskuomi-
naisuuksista. Paloittain jatkuville funktioille f(t) ja g(t), seki vakioille o, 3 € C pétee?

o0 R
Llaf + Bg)(s) = / e (f(t) + Bg(1)) dt = lim [ e (f(t) + By(1)) dt
R ’ R "
= Jlim a/e—stf(t) dt + 5/6‘“9@) dt
RO ’ R
=a lim [ e f(t)dt + 5 lim [ e"g(t)dt = aL[f](s) + BL[g](s).
0 0

Y14 oleva lasku on oikea jokaiselle s > max (M, M,). Erityisesti huomaa, etté funktioiden
kasvurajat aina toteuttavat epédyhtéalon

Moy ypg < max (My, My).

4On hyv#s harjoitusta epioleellisen integraalin laskusiénnoille, jos kiy edellisen paittelyketjun askel
askeleelta, ajatuksen kanssa lapi.



Kuten matriisilaskussa matriisien nolla-avaruuksia tutkittaessa, injektiivisyyden tarkista-
miseksi riittdd osoittaa ettd jokainen Laplace-muuntuva jatkuvae funktio f, jolle pétee

LIf](s) =0 kaikilla s> My

on itse asiassa nollafunktio: f(t) = 0 kaikilla ¢ > 0. Valitettavasti tAmén véitteen todista-
minen vaatii edistyneempia tyokaluja, kuin téalla kurssilla voidaan esittaa. O

Lineaarisuuden avulla voidaan antaa funktion h(t) = af(t) + Bg(t), o, 8 € C Laplace-
muunnos valittémasti, kunhan f ja ¢ ovat tunnettuja. Mikéli taas £ ei olisi injektii-
vinen, olisi useilla eri (jatkuvilla) funktiolla samat Laplace-muunnokset. Taméi tekisi
Laplace-muunnostekniikan kéyttokelvottomaksi, koska kédnteismuunnoksen laskeminen
olisi tall6in mahdotonta.

Usein aika-akselia halutaan venyttéé tai kutistaa siten, ettd funktion f(t) sijasta halutaan
tutkia funktiota f,(t) := f(at), jossa a > 0 on vakio:

Lause 12. Olkoon f Laplace-muuntuva ja a > 0. Tdllin funktio f,(t) = f(at) on
Laplace-muuntuva, ja sen muunnos toteuttaa

cirs) = -2l ().

a a

Perustelu. Taéméa on harjoitus integraalilaskennon muuttujanvaihdosta: Jokaiselle s >
max (M, My,) pétee

o 1 00
Lfal(s) = / e~ f(at) dt = — / e~/ £(7) dr
0 0
17 .
B _/ eI f(r)dr = ~L1f] (7).
a 0 a
0
jossa muuttujanvaihtona® kiytettiin 7 = at, dr = a dt. -

Esimerkki 13. Funktioiden sinat ja cosat Laplace-muunnokset, kun a > 0.

Lausetta 12 soveltamalla Esimerkeissa 8 ja 9 annettuihin muunnoksiin, saadaan eritaajui-
sille sinivarédhtelyille muunnoskaavat

a ) S
- ja  Llcosat](s) = e

L[sin at](s) =

Jotta differentiaaliyhtiloita voitaisiin késitella Laplace-muunnoksin, tulee tietdd kuinka
derivointi vaikuttaa funktion Laplace-muunnokseen

SMiksli ylla oleva olisi tehty matemaattisesti tésméllisemmin, olisi jokainen integraali laskettu ensin
oleellisena integraalina vililla [0, R], ja vasta lopuksi siirrytty epioleelliseen integraaliin antamalla R —
oo. Lauseen 11 todistuksessa néin jaksettiin vield tehd&, mutta tésté eteenpéin fuskaamme hieman.



Lause 14. Jos f ja f' ovat Laplace-muuntuvia, niin tdlloin L[f'](s) = sL[f](s) — f(0).

Perustelu. Tamé on epéoleellisen integraalin osittaisintegrointia. Jokaiselle s > max M/, M)
patee

C[f'](S)Z/e_“f’(t) dt:/ e_Stf(t)—/(—Se_St)f(t) dt
= —f(0) + sL[f](s)

jossa osittaisintegroinnissa kiytettiin sijoitusta U = e~ dV = f'(t) dt, dU = —se™ ', ja
V' = f(t). Luku s on yll& olevassa laskussa kiinteé vakio, jota kohdellaan kuin mit4 tahansa
kompleksilukua — erityisesti sen voi tuoda ulos integraalimerkin alta. Tehdyn sijoituksen
yldrajatermi oco:ssi katoaa, koska limp .o, e %! f(¢) = 0 funktion f Laplace-muuntuvuuden
perusteella. O

Huomaa, ettéd funktio f voi aivan hyvin olla Laplace-muuntuva, ilman ettd sen derivaatta
f on. Esimerkiksi kelpaa rajoitettu, jatkuvasti derivoituva funktio f(¢) = sin et jonka
kasvuraja on My = 0. Sen derivaatta f'(t) = 2te!” cose!” kasvaa turhan monissa pisteissa
nopeammin kuin mikadn eksponenttifunktio — niinpé silld ei ole airellistd kasvurajaa.
Yritd huviksesi kuvitella milté téllainen funktio kuulostaisi kuulokkeista soitettuna.

Esimerkki 15. Funktion cost¢ Laplace-muunnos toisella tavalla laskettuna.

Kosinin Laplace-muunnos voidaan laskea sinin Laplace-muunnoksesta kayttamalla hyvéksi

tietoa 4sint Sj;‘t = cost. Saadaan suoraan Lauseen 14 perusteella
1 s
[cos](s) = sL][sin](s) — sin S T ]

Korkeampien derivaattojen tapaus voidaan hoitaa soveltamalla Lausetta 14 useasti perak-
kéin:

Korollaari 16. Jos funktiot f, f',..., f™ ovat Laplace-muuntuvia, niin tilloin
n—1
(6) LIF)s) = s"LIf(s) = Y"1 F(0),
=0
Jokainen derivaatoista (Korollaarin oletusten ollessa voimassa) f, f/,..., f™ 1 on itsea-

siassa jatkuva funktio (miksi?). Korkeimman kertaluvun derivaatalta f™ riittid vaatia,
ettéd se on ainoastaan paloittain jatkuva.

Korollaarin perustelu tapauksessa n = 2. Kayttamaélla Lausetta 14 kaksi kertaa saadaan
jokaiselle s > max (Mg, My, Mn):

L[f")(s) = sLLf|(s) = f'(0) = s (sL[f](s) = f(0)) = f'(0)

= s"L[f](s) — sf(0) — £(0).
Ken vield epéilee yleistd kaavaa (6) véérédksi, ruoskikoon itsedén induktiotodistuksella tai
laskemalla auki tapaukset n = 3, n = 4... kunnes sielunrauha on saavutettu. O



Funktion f(t) derivoiminen n kertaa kertoo siis Laplace-muunnoksen f funktiolla s,
mikéli unohdetaan n — 1 asteinen polynomihéirio Z?;ol s"=3=1£0)(0), joka tulee sijoitus-
termeistd. Integroiminen aiheuttaa luonnollisesti pédinvastaisen ilmion:

Lause 17. Olkoon f(t) jatkuva, Laplace-muuntuva funktio, ja mddritellidn sen erds
antiderivaatta F(t) = fg f(v)dv. Tdlloin F on Laplace-muuntuva, ja jokaiselle s >
max (Mg, Mp) pitee

LIFI(s) = LI71(5)

Perustelu. Integraalilaskennon pédlauseen mukaan F'(t) = f(t) jokaisella t > 0. Koska
liséksi F'(0) = 0 télld nimenomaisella antiderivaatalla, saadaan Lauseen 14 avulla

L[f](s) = LIF']|(s) = sLF](s) — F(0) = sL[F](s).

Jakamalla yhtdlon pdé ja hantd muuttujalla s saadaan véite todistetuksi. O

4 Sovellutus vakiokertoimisiin
lineaarisiin differentiaaliyht&l6ihin

Tarkastelemme vaimentamattoman jousimassasysteemin (tai LC-piirin) analyysid edelld

kuvatulla Laplace-muunnostekniikalla. Oletetaan, ettd kuormatekijand on sinimuotoinen

varahtely, jolloin alkuarvotehtéva voi olla esimerkiksi muotoa

7) 2"(t) + 4x(t) = sint kun t > 0,
z(0) = xg, 2'(0) = vp.

Olkoon nyt x(t) alkuarvotehtévin yksikésitteinen ratkaisu, joka voitaisiin 16ytéé esimer-
kiksi vakioidenvariointitekniikalla. Merkitddn lyhyemmin #(s) = L[z](s) kaikilla riittdvin
suurilla s > 0; tehddén se (vasta myohemmin oikeaksi osoittautuva) oletus, ettd ratkai-
su z(t) derivaattoineen on Laplace-muuntuva. Kayttamalla hyviksi annettuja alkuehtoja,
saadaan Korollaarin 16 perusteella

L[z")(s) = s*2(s) — sz — vo.

Laplace-muunnoksen lineaarisuuden perusteella (ks. Lause 11) voidaan differentiaaliyht&lo
alkuarvotehtéavéstd (7) muuntaa seuraavasti:

(8) 0= L[z" + 4z — sin|(s) = L[z"](s) + 42(s) — L]sin](s)
= (s +4) &(s) — smg — vg — ﬁ,

jossa viimeisella rivilla on kaytetty Esimerkissd 8 johdettua kaavaa sinifunktion Laplace-
muunnokselle. Koska yhtdlo (8) pétee kaikille s > M jollain luvulla M > 0, voidaan
ratkaista

(9) (s) =

STo + Vo 1

kaikill M.
244 (s241)(s2+4) i s >

9



Alkuarvotehtdvin (7) ratkaisu edellyttaisi nyt funktion z(s) kdéanteis-Laplace-muuntamista,
joka osoittautuu olevan tdmén menetelmén tyoldin askel. Usein tulee kayttdd valmiita
Laplace-muunnostaulukoita “kéénteiseen suuntaan” taitavasti ja luovasti termeja ryhmi-
tellen.

Tutkitaanpa, kuinka yhtalosté (9) paatelladn funktion z(¢) muoto. Alkuehtojen maaraama

termi % yhtélossd (9) voidaan onneksi esittdéd helposti kombinaationa “venytetyn”
sinin ja kosinin Laplace-muunnoksista (ks. Lause 12 ja Esimerkki 13 ): kaikille s > 0

patee nimittéin
STy + Vg s U 2
R R st s s s
s*+4 s24+4 2 s2+4
= xoL [cos 2t] (s) + %E [sin 2t] (s) = L |z cos2t + %sin 2t (s).

(10)

Jalkimmaéinen, differentiaaliyhtélon epahomogeenisuudesta johtuva termi yhtélossd (9)
vaatii enemmaén kekselidisyyttd. Se ei ole suoraan sinin ja kosinin Laplace-muunnosten
nikoinen, mutta rationaalifunktioiden integraalilaskennosta tutun osamurtolukukehitelméan
avulla se voidaan saattaa muotoon

1 A B

(s241)(s2+4) 52+1+52+4

erilld vakioilla A ja B. Ristiinkertomalla saadaan yhtils (A + B)s®+ (4A+ B) = 1, joka
toteutuu kaikilla s > 0 vain jos A4+ B = 0 ja4A+ B = 1. Ratkaisemalla saadaan A = 1/3
ja B = —1/3. Niinpa

1 /3 13 1 1 1 2

11 = — = = —
(11) (s2+1)(s2+4) s24+1 s2+4 3 241 6 s2+4

= %E[Sin](s) — éﬁ[sin 2t](s) = £[% sint — %sin 2t](s),

joka patee kaikilla s > 0.

Yhdistdamalla yhtalot (10) ja (11) yhtdloon (9) saadaan

V) 1 1
z(s) = L |xgcos 2t + 50 sin 2t + 3 sint — A sin Qt} (s) kaikilla x> M.
Koska kahdella eri jatkuvalla funktiolla ei voi olla samaa Laplace-muunnosta (Lauseen
11 injektiivisyysvéitteen takia) ja yhtdlon (7) ratkaisu on jopa kahdesti derivoituva. Siksi
edellisesté yhtéalosté voidaan “kuoria pois” Laplace-muunnosoperaatio £, ja saadaan

1 1
x(t) = xgcos 2t + (% - 6) sin 2t + 3 sin ¢

kaikilla ¢ > 0. Tamé& on alkuarvotehtévin (7) etsitty ratkaisu, joka on (rajoitettuna,
jatkuvana funktiona) Laplace-muuntuva. Niinpa jokainen edelld tehty askel oli itseasiassa
matemaattisesti oikea, ja lukuna M olisi voitu kayttaa M = 0 (paitsi, ettd laskujen ollessa
keskeneriisid emme sité vield siind vaiheessa tienneet).
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Huomautus 18. Useissa insindorisovellutuksissa ei alkuperdiiselle funktiolle x(t) ole kdyttdad,

vaan laskuissa voidaan jo pysdhtyd helposti saavutettuun yhtiloon kuten (10). Tdlloin
kaikki tehtavin vaatima analyysi tehdddn Laplace-muunnoksen puolella, ns. taajuusalue-
tekniikoilla (engl. frequency domain techniques).

Huomautus 19. Monimutkaisemmat ja korkeampiasteiset tapaukset kdsitelldin samalla
tavalla kuin edelld annettu esimerkki. Kddnteismuunnoksessa vaaditut teknilliset vaiheet

ovat kuitenkin monimutkaisempia.

Huomautus 20. Laplace-muunnoksella voidaan myds kisitelld vektoriarvoisia yhtaldita
x'(t) = Ax(t) + £(t), mutta tarvittavat yleistykset eivdt endd ole ndiden luentojen aihepii-

718Sd.

5 Usein esiintyvien funktioiden Laplace-muunnoksia

Funktio f(¢),t >0

az
sinbr; beR
cosbr; beR

", neN

x"e"; neN
e®sinbr; a,beR

e®cosbr; a,beR

Laplace-muunnos f (s) ja sen mééirittelyjoukko

1
- kun s>0
S
1
kun s> max (0, a)
s—a
b
752+b2 kuin s>0
s
m kun 8>0
n!
o kuan s>0
n!
m kun S>max(0,a)
b k >0
-_— un s
(s —a)?+b?
T —a
——  k > 0.
a1 12 un s

Laajempia taulukoita 16ytyy mm. ammattikirjallisuudesta ja erikoisfunktioita késittelevien

kirjojen liitteiné.
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