1 Fourier-sarjat

(©Pekka Alestalo, 2008.

Huom: Taméa moniste sisiltdd Fourier-sarjojen teorian perusteet. Esimerkke-
ja ja kuvitusta on tarkoitus lisdtd seuraavaan versioon. Painovirheistd kannattaa
ilmoittaa osoitteeseen pekka.alestalo@tkk.fi.

Fourier-sarjojen avulla voidaan analysoida jaksollisia ilmi6itd kvantitatiivisesti.

Esimerkki 1.1 a) Vahvistimeen sy6tetaéin sini-muotoinen jaksollinen signaali, jo-
ka on muotoa bsin(wt). Ulos tuleva signaali ei kuitenkaan ole endé tarkasti ottaen
sini-muotoa B sin(wt). Miten siis mééritellddn oikea vahvistuskerroin ja miten voi-
daan kvantitatiivisesti tutkia vahvistimen virheellisyytta eli ns. harmonista séar6a?
b) Nastarengas synnyttad vieriessdén jaksollisen &énen, joka riippuu renkaan ku-
vioinnista ja nopeudesta. Miten voidaan laskennallisesti analysoida kuvion vai-
kutusta renkaan ddnekkyyteen ja estdd pahimmat resonanssit? (Tehtdvé: Vertai-
le kesd- ja talvirenkaiden kuviointia; huomaat, ettd talvirengaskuvio on (yleensi)
monimutkaisempi ja silld on pidempi jakso.)

1.1 Jaksolliset funktiot

Maaritelma 1.2 Funktio f: R — R on jaksollinen, jos on olemassa sellainen
luku p # 0, ettd f(x + p) = f(z) kaikilla z € R. Téllaiset luvut p ovat funktion f
jaksoja.

Jos p on funktion f jakso, niin myos np on jakso, kun n € Z. Funktiolla ei
siis koskaan ole suurinta eikd pienintd jaksoa, mutta usein on olemassa pienin
positiivinen jakso p > 0. Téllaista kutsutaan funktion perusjaksoksi.

Esimerkki 1.3 a) Funktioiden sinz ja cosz perusjakso on 27. Té&mé oletetaan
tunnetuksi.

b) Jos k > 0, niin funktioiden sin(kz) ja cos(kx) perusjakso on 27 /k. Mychemmin
tarvittavien muotoa sin(wz/L), cos(mx/L) olevien funktioiden perusjakso on siis
2L.

¢) Mééaritelmin mukaan vakiofunktio on jaksollinen, mutta silli ei ole perusjaksoa.
d) Jokainen rationaaliluku ¢ # 0 on funktion

1
(o) = {O’ o

jakso, mutta silld ei ole perusjaksoa.

Jaksollisella funktiolla tdytyy méaéritelmén mukaan olla jokin arvo kaikissa re-
aaliakselin pisteissi. Kaytannossa funktioilla kuvataan myos epédjatkuvia ilmioita,
jolloin niiden arvot hyppéayskohdissa saattavat olla epamaariisid. Matemaattisesti
tilanne voidaan korjata méarittelemélla epajatkuvuuskohtien arvot jaksollisuuden
vaatimalla tavalla, mutta osoittautuu, ettei talli ole kovin suurta merkitysti. Usein
funktion arvo epéjatkuvuuskohdassa kannattaa valita sen hyppéyksen puolivélista.

Jos jaksollinen funktio on derivoituva, niin sen derivaattakin on jaksollinen.
Integraalifunktiolle tdm4 ei pade, mutta siihen liittyy seuraava ominaisuus.



Lause 1.4 Jos funktiolla f on jakso p > 0 ja [ on integroituva valilla [0, p|, niin
kaikilla a € R on voimassa

/aa+pf(x) dz = /Opf(x) da.

Kaavan sisaltéd voi havainnollistaa ajattelemalla integroimista pinta-alan las-
kemisena. Tarkempi todistus saadaan esimerkiksi derivoimalla kaavan vasen puoli
muuttujan a suhteen, jolloin tuloksena on nolla. Vasen puoli on siis a:n suhteen
vakio, ja sen arvo saadaan sijoittamalla a = 0. Kaavan perustelu voidaan tehda
myo6s sopivien muuttujanvaihtojen avulla.

Kisittelemme jatkossa usein mm. 27-jaksollisten funktioiden integraaleja jak-
sovélin yli. Lauseen perusteella namé voidaan siis laskea esimerkiksi valilla [—7, 7]
tai yhtd hyvin valilla [0, 27].

Fourier-sarjojen teoriassa jaksollinen funktio pyritddn esittdméaan alkeellisem-
pien sin/cos-muotoisten komponenttiensa avulla. Kyseessd olevan teorian pani
alulle Joseph Fourier v. 1822, mutta jo hdntd ennen Brook Taylor (1713) ja Daniel
Bernoulli (1755) olivat havainneet seuraavan aaltoyhtélon ratkaisuihin liittyvén
ilmion.

Esimerkki 1.5 Osittaisdifferentiaaliyhtilé uy = c?ug, on l-ulotteinen aaltoyh-
talo, jonka ratkaisu u = wu(z,t) kuvaa esim. vélillda 0 < z < 7 olevan jénnitetyn
kielen virdhtelyjen poikkeamaa tasapainosta pisteessd x hetkelld ¢, kun vaaditaan
u(0,t) = u(m, t) = 0 kaikilla ¢.

Taylor esitti, ettd jos kielen muotoa hetkelld ¢ = 0 kuvaa funktio sinz, niin
ajasta riippuvan amplitudin cos(ct) avulla saadaan yhtélolle ratkaisu uq(x,t) =
cos(ct) sin(z), jolle siis uy(x,0) = sinx ja uy(0,t) = uy(m,t) = 0 kaikilla ¢. Téllai-
nen ratkaisu kuvaa kielen ensimmaéistéd ominaisvarahtelyi, jossa sen jokainen piste
virdhtelee harmonisesti samalla taajuudella.

Seuraava ominaisvardhtely liittyy alkutilaan sin(2x), jolloin vastaava ratkai-
su on ug(z,t) = cos(2ct)sin(2zx), ja yleisesti alkutilaa sin(kz) vastaa ratkaisu
ug(x,t) = cos(ket) sin(kx) kaikilla k € N.

Bernoullin lisihavainto oli seuraava. Koska aaltoyhtélo on lineaarinen, niin rat-
kaisut toteuttavat superpositioperiaatteeen: eri ratkaisuista muodostettu lineaari-
kombinaatio on edelleen ratkaisu, ts. funktio

u(z,t) = Z by cos(kct) sin(kx)

k=1

toteuttaa sekd yhtalon ettd reunaehdot w(0,¢) = u(m,t) = 0 kaikilla mahdollisilla
kertoimilla b,,. Koska tdmé ratkaisu vastaa alkuehtoa

u(z,0) = Z by sin(kx)
k=1
niin herdé ajatus: jos yleinen alkutila u(x,0) voitaisiin esittia sarjamuodossa
u(z,0) = Z by sin(kx)
k=1
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sopivilla kertoimilla b, niin kaava

u(z,t) = Z bi. cos(kct) sin(kx)

k=1
kertoisi kielen muodon aikakehityksen kaikilla ¢ > 0.

Taylorin ja Bernoullin ideat jaivit vuosikymmeniksi unohduksiin, silld ne olivat
lilan epAmadraisid ja lisidksi ns. d’Alembertin ratkaisun u(z,t) = f(z—ct)+g(x+-ct)
keksimisen jilkeen aaltoyhtdlod pidettiin jo ratkaistuna.

Vasta Joseph Fourier pystyi v. 1822 selittdméan, kuinka kertoimet b5 voidaan
laskea suoraan alkutilan u(z,0) avulla, ja esitti kyseessi oleville sarjoille muitakin
sovelluksia.!

N&itd Fourier-sarjoiksi kutsuttavia esityksia késitellddn seuraavissa kappaleissa
tarkemmin.

1.2 Fourier-sarjan reaalinen ja kompleksinen muoto

Lahdetdan liikkeelle yksinkertaisimmasta tapauksesta, jossa funktio f: R — R
on 27 jaksollinen. Jos n > 2, niin 27 ei ole en#dd funktioiden sin(nx), cos(nz)
perusjakso, mutta ndmé ovat kuitenkin 27-jaksollisia. On siis luonnollista olettaa,
ettd funktion f Fourier-sarjassa esiintyy kaikkia néitd komponentteja. Edellisen
luvun johdatteluun nojaten kysytddn, onko mahdollista valita kertoimet a,, b,
niin, etta

fz) =ag+ Z a, cos(nx) + Z b, sin(nx) (1)

olisi voimassa koko reaaliakselilla tai ainakin mahdollisimman monissa pisteissa?

Vakio ag on termin ag cos(0 - ) sievennetty muoto, mutta kerrointa by ei esiin-
ny lainkaan, koska sin(0 - z) = 0 kaikilla z. Joissakin kirjoissa vakiotermi kir-
joitetaan muodossa a,/2, mikid vaikuttaa kaikkiin kerrointa ay koskeviin
lausekkeisiin.

Osoittautuu, ettd makdle tallainen esitys on olemassa, niin kertoimille a,, b,
voidaan johtaa melko yksinkertaiset integraalilausekkeet. Lisdksi naiden kertoi-
mien avulla muodostettu sarja suppenee useimmissa pisteissi kohti alkuperiisen
funktion arvoa f(z), jos f on riittavin sdédnnollinen. Seuraavassa kappaleessa joh-
detaan kerrointen lausekkeet, mutta se on ylldttéden helpompaa tehdd kompleksisen
Fourier-sarjan avulla, joten selvitimme ensin ym. mainitun reaalisen Fourier-sarjan
yhteyttd vastaavaan kompleksiseen muotoon.

Eulerin kaavasta seuraa, ettd cost = (e’ +e7) jasint = 5 (e — ™) kaikilla
t € R. Néiden avulla saadaan

1 4 1 ,
a, cos(nx) + by, sin(nz) = §(an — ib,)e"™" + 5((1” + ib,)e” ",

kun n > 1. Jos siis méadritelladn

Qo, n = 07
Cn = %(an - an)a n = 17 (2)
slan +ib_y), n<—1,

!Fourier keksi myts mm. kasvihuoneilmion v. 1824, ts. julkaisi ensimméisen laskennallisen
arvion siité, kuinka ilmakehin koostumus vaikuttaa maanpinnan ldmpdétilaan.
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niin reaalinen sarja voidaan kirjoittaa tiiviissd kompleksisessa muodossa

[e.9]

ap + i a, cos(nz) + f: b, sin(nz) = Z cne™.
n=1 n=1

n=—oo

Itse asiassa kerrointen vilinen yhteys on hieman yksinkertaisempi toiseen suun-
taan: Eulerin kaavan mukaan

Cine ™ = cy,(cos(nz) £ isin(nz)),

joten arvoilla n > 1 péatee

Cone” ™ ™ = (c, + c_p) cos(nx) +i(c, — c_p)sin(nx).

(p = Cp + Cpy

by, = i(cn, — c_p),
kun n > 1. Seuraavassa kappaleessa lasketaan ensin kertoimet c,, jonka jilkeen
reaaliset kertoimet saadaan suoraan nididen kaavojen avulla.

Néin ollen ag = ¢g ja

1.3 2n-jaksollinen Fourier-sarja

Tassé kappaleessa johdetaan 27-jaksollisen funktion Fourier-sarjan kertoimet. Kos-
ka tarkastelemme aluksi kompleksista muotoa

o0
E Cn eznx’

n=—oo

on syyta selvittda tillaisen sarjan ominaisuuksia.

Miéritelm4 1.6 Olkoot z, € C kaikilla n € Z. Sarja >~ _ =z, suppenee, jos

sarjat > >~ z_n ja .z, ovat molemmat suppenevia. Alkuperdisen sarjan sum-
ma on talldin ndiden kahden sarjan summa.

Erityisesti on huomattava, ettei suppenemista méaritelld vaatimalla pelkistédan

raja-arvon
N

lim E z
N—o00 "
n=—N

olemassaolo. Esimerkiksi termeistd z, = n muodostetulle sarjalle on

Y z=(-N)+(-N+1D+-+(-)+0+1+-+(N-1)+N=0

kaikilla N, joten raja-arvokin on 0. Periaatteessa suppenemisen késite voitaisiin
laajentaa myos téllaisiin tapauksiin, mutta silloin useat sarjojen yleiset ominai-
suudet (suppenemistestit jms.) eivit endd ole voimassa.



Seuraavaksi johdamme kerrointen c,, lausekkeet, jos 2m-jaksolliselle funktiolle
f on voimassa

fla)y=>" cpe™. (3)

n=—oo

Menetelmé perustuu integrointiin, jonka vuoksi palautetaan mieleen seuraavat
médritelmat: jos f(t) = wu(t) + iv(f) on yhden reaalimuuttujan kompleksiarvoi-
nen funktio, niin

b b b
F(t) =d'(t)+iv'(t) ja /f(t)dt:/ u(t)dt—l—i/ v(t) dt

olettaen kaikkien lausekkeiden olevan maéadriteltyja.
Tamén perusteella ndhdaan, etta

/ﬂ ey {f;mm:%, n=0,

J7_cos(nz)dz +i ["_sin(nz)dz =0, ne€Z, n#0.

—T

Tulos on kiiteva kirjoittaa ns. Kroneckerin d-symbolin avulla, joka mééritelliin

kaavalla
1 -
5 = , n==k,
’ 0, n#k.

ve . s y . . . . .
Taméan avulla saadaan f_ﬂ e dxr = 2md, . Kroneckerin symbolin térkeimmét
ominaisuudet ovat

E anén,k = ag, § a'nk(sn,k = § Ann, 6n—kr,0 = 6n,k-
n n,k n

Olkoon k € Z. Kerrotaan kaava (3) puolittain lausekkeella e =2 ja integroidaan

yhtdlén molemmat puolet valilld [—m, ]. Tulokseksi saadaan

[e.o]

/ f(a:)e_“":” dxr = Z cn/ k)T g — Z Cp - 2T0p— 0 = 2TCy.

n=—oo n=—oo

Johtopddtds on siis seuraava: jos kaava (3) on voimassa ja sarja suppenee niin
hyvin, etta sitd voi integroida termeittain, niin kertoimille patee

Cp = % /_: f(x)e ™ dx, n € Z. (4)
Edellisen kappaleen kaavojen perusteella saadaan heti myos reaaliset kertoimet
a, = Cpt+c_p= L /7r f(z)e ™ dx + L /7r f(z)e™ dx
2 J_. 2 J_.
-2 " (x) cos(nz) e, (5)
. v [T , i [T ,
by, = i(cp—c_p) = o /7r f(x)e "™ dx — By /7T f(x)e™* dx
- % " (@) sin(ne) da, (6)



kunn > 1, ja
1 ™
aozc():%/_wf(x)dx (7)
on funktion keskiarvo jaksovélillii.2

Maaritelma 1.7 Olkoon f: R — R paloittain jatkuva ja 2m-jaksollinen. Tal-
16in kaavan (4) antamat luvut ovat funktion f kompleksiset Fourier-kertoimet ja
kaavojen (5)-(7) méadradmét luvut sen (reaaliset) Fourier-kertoimet.

Kertoimia a, ja b, kutsutaan my6s Fourier-sini- ja -kosini-kertoimiksi. Kaikki
kertoimet voidaan mééritelld samoilla kaavoilla myos kompleksiarvoiselle funktiolle

f

Esimerkki 1.8 Lasketaan Fourier-sini-kertoimet 27-jaksolliselle funktiolle f: R —
R, jolle
-1, —m<x<0
flz)=1<1, O<z<m,
0, r=0tal £
Koska kyseessd on paloittain méaaritelty funktio, niin méaritelméssé esiintyvi
integraali taytyy laskea kahdessa osassa:

by — % _: F(x)sin(nz) dz
_ %/_i(—l)-sin(nx)—i—%/oﬂbsin(nm)
= /2, cos(na) + — Jf(~ cos(n))
_ %(1 — cos(—n7) + (= cos(nm) + 1)) = W

silld cos(—nm) = cos(nm) = (—1)" kaikilla n € N.

Olemme siis saaneet Fourier-kertoimille konkreettiset lausekkeet. Y1la olevas-
ta padttelystd ei kuitenkaan seuraa, ettd kaava (1) olisi voimassa. Téhén liittyy
kaksi kysymysté: Jos paloittain jatkuvan funktion Fourier-kertoimet lasketaan ym.
kaavoilla, niin

e milld muuttujan x arvoilla vastaava Fourier-sarja suppenee?
e milld muuttujan x arvoilla vastaava Fourier-sarja suppenee kohti lukua f(z)?

Mikéli vastausta kysymyksiin ei tiedetd, on yhtédsuuruusmerkin kdyttdminen
kaavassa (1) hieman ongelmallista. Sen vuoksi kiytetdan myos merkintda

f(x) ~ap+ Z a, cos(nz) + Z by, sin(nzx)

n=1 n=1

2 Jaksollisuuden vuoksi kaikki integraalit voidaan laskea myds viililld [0, 27].



ilmaisemaan sité, ettd oikealla puolella esiintyvit kertoimet on laskettu funktion
f Fourier-kertoimina, mutta kaavan vasen ja oikea puoli eivit vilttdmétta ole
yhtasuuria eikd sarjan tarvitse edes olla suppeneva.

Y& oleviin kysymyksiin vastaaminen osoittautui yllattdvian hankalaksi. Esi-
merkkind mainittakoon, ettd on olemassa jatkuvia 2m-jaksollisia funktioita, joiden
Fourier-sarja hajaantuu jokaisessa pisteessd. Historiallisessa mielessd kysymyksilla
on ollut huomattava vaikutus koko matemaattisen analyysin kehitykseen, mutta
kiaytannon tarpeisiin vastannee seuraava tulos.

Lause 1.9 Olkoon f: R — R paloittain jatkuva ja 2w-jaksollinen.

(i) Kaikki funktion f Fourier-kertoimet lihestyvit nollaa, kun |n| — oo.

(i1) Jos f on lisiksi paloittain jatkuvasti derivoituva, niin sen Fourier-sarja sup-
penee kaikissa pisteissi kohti lukua 5 (f(z—) + f(z+)), joka on jatkuvuuskohdassa
f(x), mutta sijaitsee epdjatkuvuuskohdassa funktion hyppdyksen puolivilissa.

TobIsTUS: Perustelemme vain lauseen ensimmiisen kohdan. Koska e = —1,
niin )
=5 [ f@e s = [ gy ey
s

muuttujanvaihdon y = = + 7/n perusteella, silld integroimisvélia ei tarvitse jak-
sollisuuden perusteella muuttaa. Tasta seuraa, ettd

e = 2lentenl = ‘/ f( = wfn))emin da
< o [ 5@~ 1w/

Koska integroitava funktio on paloittain jatkuva ja ldhestyy nollaa jokaisessa pis-
teessd x, kun |n| — oo, niin suppiloperiaatteen mukaan limp, . ¢, = 0. Viite
seuraa tastd myos reaalisille kertoimille. [J

Jalkimmaéisen osan todistuksen sijasta katsotaan vain esimerkkiné, kuinka Fourier-
kerrointen kiyttdytyminen liittyy funktion sdannollisyyteen.

Jos nimittdin f on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja 2m-jaksollinen, niin
osittaisintegroimalla kahdesti saadaan

a, = 1/7T f(x)cos(nx)da::i/fwf( ) sin(nz ——/ f'(x) sin(nx) dz
= /7r ) cos(nx ——/ 1" () cos(nx) dx
= —%/_F f"(x) cos(nx) dz,

sillé sijoitustermit katoavat jaksollisuuden vuoksi. Olkoon ¢ = 7% [™ | f"(z)|dx =
vakio, jolloin kaikilla n on voimassa |a,| < ¢/n? Taméin perusteella saadaan arvio
la, cos(nz)| < ¢/n? joten majoranttiperiaatteen nojalla vastaava Fourier-sarjan
osa suppenee kaikilla x.

Lauseen ensimmaisté kohtaa voidaan kiyttad esim. jaksollisen signaalin sisélté-
mén informaation approksimointiin. Sen sijaan, ettd pitdisi tallentaa kaikki funk-
tion arvot (mikd on mahdotontal), valitaan sen Fourier-kertoimista ainoastaan ne,

7



jotka ovat itseisarvoltaan tietyn rajan ylédpuolella. Vastaava Fourier-sarjan osasum-
ma approksimoi tilloin alkuperiista signaalia, jonka sisaltdmé informaatio voidaan
siis tietyissd virherajoissa tiivistad adrelliseen lukujonoon.

1.4 Funktioiden kohtisuoruus ja koko

Fourier-sarjan kerrointen lausekkeet johdettiin periaatteella, joka on erikoistapaus

funktioiden kohtisuoruudesta. Koska samaa menetelmid voidaan kiyttdd myos

mm. signaalin koon méaarittamiseen, kisittelemme asiaa lyhyesti erikseen.
Kéytetty ominaisuus perustui kaavaan

/ e ekt dt :/ e =Rt g — ),

jos n, k ovat erisuuria kokonaislukuja. Jos kahdelle 27-jaksolliselle funktiolle f ja
g madritelladn

o= [ " f(t)a dt, (®)

niin ehto tulee muotoon (e, e™*) = 0. Lauseketta (8) kutsutaan funktioiden si-
satuloksi, ja se yleistdd vektoreiden pistetulon daretonulotteiseen tapaukseen. Jos
funktioiden sisédtulo on nolla, voimme siis puhua niiden kohtisuoruudesta.

Lisdksi voidaan maéritelld

17l = VT ) = (/ |f(t)\2dt)1/2 >0,

—Tr
miki vastaa vektorin pituuden laskemista ddretonulotteisessa tapauksessa, ja sitd
kutsutaan funktion f normiksi. Signaalinkésittelyyn liittyvissad sovelluksissa || f||
kuvaa signaalin f suuruutta ja lausekkeella ||f — g|| voidaan mitata kahden sig-
naalin vélistd poikkeamaa.
Erityisesti Fourier-sarjalle

f(t) = Z cne™ = ag + Z(an cos(nz) + by, sin(nx))
n=-—00 n=1
saadaan ominaisuutta (¢!, e™) = 276y, ja kaavoja (2) kiyttamalld

AP =21 Y Jeal® = 2ma5 + 7Y (a;, +b3),

n=—o0 n=1

joka tunnetaan Parsevalin kaavan nimelld. Mydos tistd kaavasta seuraa, etté

lim a, = lim b, = lim ¢, = 0.

n—oo n—oo n—oo
Todettakoon, ettd reaaliset Fourier-kertoimet voidaan johtaa suoraan (eli ilman
kompleksista vilivaihetta) kiyttadmélla funktioiden
{1, cos(nt),sin(nt) | n > 1}

kohtisuoruusominaisuuksia, mutta siithen ei ole endi tarvetta palata.
Parsevalin kaavaa voidaan kayttdd myos erdiden sarjojen summaamiseen seu-
raavalla tavalla.



Esimerkki 1.10 Funktio

-1, —nm<z<0,
flz)=<1, O0<z<m,

0, r=nm, ned,

voidaan jatkaa 2m-jaksolliseksi, jolloin sen Fourier-sarjan nollasta poikkeavat ker-
toimet ovat by, 1 = 4/7(2n — 1). Koska

HfH?:[r f(t)th:/_ﬂ(il)zdt:%r,

niin Parsevalin kaavan mukaan

josta saadaan
[e.e]

1 1 1 2
14 — 4 — 4 — -
tEtE T T e 8

1.5 Fourier-sarjan derivoiminen ja integroiminen

Termeittain derivointi tai integrointi ei vaikuta potenssisarjan suppenemissatee-
seen, mutta Fourier-sarjojen kohdalla tilanne on toinen. Yleisesti voidaan sanoa,
ettd derivointi heikentdd Fourier-sarjan suppenemista, kun taas integrointi nopeut-
taa sitd. Taméa on suora seuraus kaavoista

(a, cosnz)' = —na, sinnzx, (b,sinnx) = nb, cosnz

ja niitd vastaavista integrointisddnnoista. Historiallista mielenkiintoa on ns. Weier-

strassin funktiolla -

flr) =3 g sin(a'a),
n=0
joka on jatkuva koko reaaliakselilla, muttei derivoituva yhdessidkiian pisteessa! Té-
hin viittaa myos se, ettd termeittdin derivoimalla saadun Fourier-kosini-sarjan
kertoimet 4" /2" = 2™ kasvavat hyvin nopeasti (vaikka kaikki vélissa olevat kertoi-
met ovatkin nollia), ja itse asiassa termeittiin derivoitu sarja hajaantuukin kaikilla
muuttujan arvoilla x.

1.6 2L-jaksollinen Fourier-sarja

Siirrytddn sitten tutkimaan yleisen jaksollisen funktion Fourier-sarjaa. Perinteisis-
td syistd jakson pituus kirjoitetaan muodossa 2L; talldin esimerkiksi integrointi
jaksovilin yli voidaan tehda valilla [—L, L].

Yleinen Fourier-sarja voidaan johtaa kiytadnnossid samalla periaatteella kuin
edelld, mutta se voidaan myds palauttaa 2m-jaksolliseen tapaukseen seuraavalla
tavalla.



Tarkastellaan 2L-jaksollista funktiota f: R — R. Mairitellddn uusi funktio
g: R — R kaavalla ¢g(y) = f(Ly/x), jolloin g on 2w-jaksollinen:

gy +2m) = f(L(y +27) /7)) = f(Ly/m +2L) = f(Ly/7) = g(y).

Funktion g Fourier-sarja on siis muotoa

g(y) ~ ag + Z ay, cos(ny) + Z b, sin(ny),

n=1 n=1

missé

w = 5 [ owdy=o [ ftwmar=5; [ @i @

o | B
o = 5= | atw)costm)dy = - [ f(Tu/m)costun)dy
_ % _LL F(@) cos(nra /L) dx, (10)
b = 5 [ owsintu)dy = 5 [ F(Ly/m)sintu) dy
_ % /_ LL F(@) sin(nra/L) da (11)

muuttujanvaihtojen y = 7wa /L jilkeen. Talloin siis

f(z) =g(rx/L) ~ ay + Z a, cos(nmx/L) + Z b, sin(nmx /L),

n=1 n=1

missi kertoimilla on lausekkeet (9)-(11). Tamé on 2L-jaksollisen funktion Fourier-
sarja. Vastaava kompleksinen muoto on

f(l')"\) i Cneimrm/L’

n=—oo

missé
1 /L f( ) —inrrm/Ld
Cp = — zr)e T
or |,

kaikilla n € Z.
Fourier-sarjojen suppenemiseen liittyvat ominaisuudet ovat yleisessa tapauk-
sessa samat kuin 2m-jaksollisille funktioille.

1.7 Parillisen ja parittoman funktion Fourier-sarja

Funktio f: R — R on parillinen, jos f(—x) = f(z) kaikilla x, ja pariton, jos
f(—=z) = —f(x) kaikilla x. Nimitys johtuu siiti, ettd potenssifunktio f(z) = z™ on
parillinen /pariton tasmélleen silloin, kun n on parillinen/pariton. Parillisia funk-
tioita ovat esimerkiksi cos(kx), cos(2x) — 3z* ja xsin(3z), ja parittomia esim.
sin(kz), 2sin(3z) — x ja z cos(2z).
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Suurin osa funktioista ei ole kumpaakaan tyyppid, mutta ne voidaan yksinker-
taisella tempulla jakaa parilliseen ja parittomaan osaan. Jos nimittdin f: R — R,
niin patee

1

Fl) = (@) + F(=2) + 3(F@) — F(~))

jossa fi(z) = 3(f(x)+f(—=)) on parillinen ja f_(z) = 1(f(z)— f(—x)) on pariton.

Talla ominaisuudella on suora yhteys Fourier-sarjoihin: parillisen osan Fourier-
sarja kostuu cos-termeistd ja parittoman osan Fourier-sarja pelkistd sin-termeisté.
Liséksi 2L-jaksollinen pariton tai parillinen funktio méirdaytyy kokonaan, jos se
tunnetaan vain jaksovilin puolikkaalla [0, L]. Tdm4 ilmenee myos seuraavasta lausees-
ta.

Lause 1.11 Olkoon f: R — R paloittain jatkuva ja 2L-jaksollinen.
(i) Jos f on parillinen, niin sen Fourier-kertoimille pitee b, = 0 kaikilla n > 1, ja

L L
agp = %/0 f(z)dz, a,= %/0 f(z)cos(nmx/L)dx, n > 1.

(ii) Jos f on pariton, niin a, = 0 kaikilla n > 0, ja

L
b, = %/0 f(z)sin(nrz/L)dx, n > 1.

Tobistus: Lause todistetaan kiyttdmalld funktion parillisuutta tai parittomuutta
Fourier-kertoimien kaavoissa. [J

Tamén vuoksi parillisen funktion Fourier-sarjaa kutsutaan Fourier-kosini-sarjaksi,
ja parittoman funktion sarjaa Fourier-sini-sarjaksi.

Palataan lyhyesti alussa esitettyyn johdattelevaan esimerkkiin, jossa tutkit-
tiin aaltoyhtélon ratkaisemista. Ongelman matemaattinen puoli voidaan tiivistdd
sithen, ettd valilla [0, L] maéritelty jatkuva funktio f, joka toteuttaa reunaeh-
dot f(0) = f(L) = 0, pitéisi pystya esittamadan Fourier-sini-sarjana, jonka avul-
la aaltoyhtélon ratkaisu saadaan. Jos funktio f jatketaan koko reaaliakselille L-
jaksollisena, sen Fourier-sarjassa esiintyy kuitenkin yleensd my0s cos-termejé, joita
el haluta téssé tilanteessa mukaan. Kuinka tdméa voidaan valttda?

Ratkaisu on seuraava: jos f jatketaan ensin parittomuusehdon f(—z) = —f(x)
vaatimana vélille [—L, L] ja sen jilkeen koko reaaliakselille 2L-jaksollisena, niin
tdma uusi funktio on pariton ja sen Fourier-sarjassa esiintyy vain sin-termeja.
Télla tavalla alkuperdinen vélilla [0, L] mé&ritelty funktio saadaan oikealla taval-
la esitetyksi Fourier-sini-sarjana. Kyseinen Fourier-sarja on tosin maéritelty koko
reaaliakselilla, mutta sovelluksessa tarvitaan vain esitysté vélilla [0, L].

Vastaavalla periaatteella voidaan vililla [0, L] mé&éritellylle funtiolle muodos-
taa Fourier-kosini-sarja, kun se jatketaan parilliseksi 2L-jaksolliseksi funktioksi ja
kehitetddin Fourier-sarjaksi. Ndissd molemmissa tilanteissa kannattaa kayttdaa val-
miiksi johdettuja Fourier-kerrointen kaavoja parittomille tai parillisille funktioille,
koska integrointi suoritetaan alkuperdisen funktion méarittelyvilin [0, L] yli.
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1.8 Fourier-sarjojen sovelluksia
1.8.1 Signaalin approksimointi

Tarkastellaan alussa mainittua signaalin vahvistamiseen liittyvia esimerkkiéd. Ole-
tetaan, ettd vahvistimeen syOtetddn 2m-jaksollinen signaali bsint, ja ulostuleva
signaali on pariton 2m-jaksollinen funktio f(¢). Miten mééritelliin vahvistimen
vahvistuskerroin ja virheellisyys?

Jos ulostuleva signaali on pariton, niin

f(t) =Y bysin(nt),

ja vain sarjan ensimmaéinen termi on toivottua muotoa. On siis luonnollista méaari-
telld vahvistuskertoimeksi b; /b ja kiyttdd virheen mittaamiseen sarjan loppuosan
suuruutta alkuperiiseen amplitudiin verrattuna. Parsevalin kaavan mukaan sarjan
toisen ja&nndstermin suuruus on verrannollinen sarjan y -, b2 summaan, ja sen
vuoksi vahvistimen harmoninen sdrd méaaritellddn lausekkeella

1 oo
b—zz;bi.

Konkreettisena esimerkkini tarkastellaan tilannetta, jossa vahvistin tuottaa 2m-
jaksollisesta signaalista sint parittoman 2m-jaksollisen sahalaita-signaalin, jolle

f(t):{t’ 0<t<n/2

T—t, w/2<t<m.

Taman Fourier-sini-kertoimeksi laskettiin aikaisemmin

_ 4sin(nm/2)

2 )

b7l

™

jolloin byy, = 0 ja by,_y = 4+ (—1)F /7(2k — 1)? kaikilla k. Vahvistuskerroin on siis
(4/m)/1 = 4/m ~ 1.27 ja harmoninen sir6

> 16 16 (7t
— == —1) =0.024.
P T i (96 )

1.8.2 Poisson’n kaava

Fourier-sarjojen avulla voidaan myos johtaa kiekossa mééritellyn harmonisen funk-
tion integraaliesitys sen reuna-arvojen avulla. TAma esitys on nimeltddn Poisson’n
kaava.

Tarkastellaan siis origokeskisessa R-séteisessa kiekossa Laplace-yhtalod Au = 0
reunaehdolla u(z, y) = g(z,y), kun 2% +y* = R? ja g on jatkuva. Kiertosymmetrian
vuoksi kannattaa kiyttid napakoordinaatteja (r, ¢), jolloin tehtdviné on ratkaista
funktio U(r, ¢) = u(r cos ¢, rsin ¢) osittaisdifferentiaaliyhtalosta

1 1
Upr + ~Us 4 Uy = 0 (12)
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reunaehdolla U(R, p) = g(Rcos p, Rsinp) = f(y).
Koska funktio f on 27-jaksollinen, niin silld on Fourier-sarja

flp) = Z c,e™? .

n=—oo

Sama patee myos funktioille ¢ — U(r, ) jokaisella kiintedlla r € [0, R], joten
tuntuu luonnolliselta etsii ratkaisua muodossa

o0

Ulr,p) = Z cn(r)e™?.

n=—oo

Reunaehto tulee tilléin muotoon ¢,(R) = ¢, kaikilla n.
Sijoitetaan téllaista muotoa oleva yrite yht&loon (12), jolloin sievennysten jil-

keen saadaan
00 2

3 (c;;(r) + %c;(r) _ %cn(r)) ¢ — )

n=—oo

Tamé toteutuu, jos c(r) + +c,(r) — :f—jcn(?") = 0 kaikilla n, ts. kun r2c/(r) +

rc,(r)—n?c,(r) = 0. Kyseessi on Euler-tyyppinen differentiaaliyhtls, joka ratkeaa

yritteelld ¢, (r) = r®, jossa a = «v,. Sijoitus johtaa yhtaloon
ala—1)+a—-n*>=0<=a® =n?

joten yleinen ratkaisu on muotoa ¢, (r) = A,r"+ B,r~". Ratkaisussa ei kuitenkaan

voi esiintyd muuttujan r negatiivisia potensseja, koska funktion U taytyy olla jatku-

va myos origossa. TAmi ehto rajaa mahdolliset ratkaisut muotoon c,(r) = D,r",

n € 7.

Muotoa

Ulr,p) = > Dyrlrle™?

oleva funktio on siis harmoninen R-séteisessd kiekossa, ja jéljelle jadd reunaehdon
tutkiminen. Tama johtaa ehtoon

oo 00
§ ( DTLRM\emap: E : Cnemap7

n=—oo n=—oo

joka toteutuu valitsemalla D,, = ¢,/ R'". Kun ratkaisuun sijoitetaan vield Fourier-
kertoimen lauseke (4), niin lopputulos voidaan kirjoittaa muodossa

00 = 5 () e =g [ 5 0 () e
_ b ﬂf(t)P(r,gp—t)dt, (13)

2 J_.
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missé

Pri) = i <%)|n|em¢:1+i(r;‘w>"+i<re}—;w)n

n=—oo n=1 n=1
i) R —i R
~ o1y re / N re _/
l—re¥/R 1—re /R
R2 _ 7“2

= 14
R? —2Rrcosy + r? (14)
on nimeltdin Poisson-ydin.
Osoittautuu, etta ylla olevassa integraalimuodossa Fourier-sarjojen suppenemi-
seen liittyvat ongelmat katoavat, ja seuraava tulos on voimassa.

Lause 1.12 Olkoon f: [0,27] — R jatkuva ja f(0) = f(27). Tdlloin kaavoilla
(13) ja (14) mddritelty funktio U on harmoninen R-sdteisessi kiekossa B ja sen
raja-arvo jokaisessa reunapisteessi Re'? on f(p).

Erityisesti origossa saadaan

u(0,0) 27r/ f(t) 27rR fds.

Tulos tunnetaan harmonisten funktioiden keskiarvoperiaatteen nimelld, silla se pé-
tee kaikille harmonisille funktioille muodossa "harmonisen funktion arvo jokaisen
médrittelyalueeseen sisdltyvin kiekon keskipisteesséd on sama kuin funktion kes-
kiarvo kiekon reunaympyrén yli". Témaé tulos seuraa myos Cauchyn integraalikaa-
vasta, kun se jaetaan reaali- ja imaginaariosiin.
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